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摘要: 在仿射利率期限结构动态模型 ( affine DTSM )框架下, 利率风险价格主要有 4种设定形
式:完全仿射模型 ( CAM )、实质仿射模型 ( EAM )、扩展仿射模型 ( EXAM )和半仿射模型
( SAM ), 经过前人理论和实证的证明, EAM 优于 CAM, EXAM 和 SAM 均优于 EAM. 然而,
EXAM和 SAM的孰优孰劣无法单从理论上的比较得出结论,同时亦鲜有相关的实证研究对其
进行比较.因此,文中运用卡尔曼滤波估计法,在三因子 C IR模型的基础上对 SAM、EXAM和
EAM进行实证比较,实证结果表明 EXAM要优于 SAM.此外,稳健性检验表明, EXAM虽然已
为目前最优的利率风险价格形式, 但其仍然不够完善.
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0 引 言
针对利率动态期限结构模型 ( dynam ics term
structuremode ls, DTSM ), 学术界和业界已经进行
了许多研究、并发展出一系列模型, 例如, 仿射模
型 ( affine DTSM )、二次高斯模型 ( quadrat ic gaussi
an)、非仿射随机波动率模型 ( nonaffine stochastic
volat ility)以及包括跳跃或机制转换的模型









为 P t ( t ) = exp[A ( t) - B ( t ) X t ] ,而 A ( )、B ( )
则服从用数值方法十分易解的黎卡提常微分方程
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等. 因此, 要改进仿射模型可以从多方面入手, 而
本文所关注的是利率风险价格的设定形式问题.
利率的风险价格, 是连接风险中性测度 Q和













险价格设定形式: 完全仿射模型 ( Comp letely
A ff ineM ode l)、实质仿射模型 ( E ssent ial ly A ffine
M ode l)、扩展仿射模型 ( Ex tended A ffineM ode l)



















rt = 0 +  xX t ( 1)
其中, 0是 1 ∀ 1的标量; x, X t是 n ∀ 1的向量.
而假定状态变量 X在风险中性测度 Q的动态
过程为




X t ) dt + ! St dW
Q
t ( 2)
S t ( i, i) = ∀i + # iX i, S t ( i, j) = 0,






, ∀, #i是 n ∀ 1向量, K
Q
, !是 n ∀ n的矩阵, S t
是 n ∀ n的对角矩阵.
Du ffe和 K an
[ 4 ]
证明了在式 ( 1)、( 2) 和 ( 3)
的假定下,剩余期限为 、到期支付 1的零息票债
券, 在 t时刻的价格 P t ( )将服从如下形式






rs dt ) )
= exp
(
A ( ) - B ( )  X t ) ( 4)




















[ !  B ( ) ] 2i #i - x
( 5)
由于到期支付 1的零息票债券, 在其到期时
的价格P t ( 0)必须等于 1,否则会出现无风险套利
机会,所以这一常微分方程组还必须满足边界条
件: A ( 0) = B ( 0) = 0.
需要注意的是, Du ffe和 Kan
[ 4]
在推导式
( 4)、( 5)时, 并没有对状态变量 X在现实测度 P
下的动态过程作任何的限定.因此,理论上不论假
定状态变量X在现实测度下的动态过程为何种形
















1. 1 完全仿射模型 (Comp letely A ffineM ode,l
CAM )




% t = St&1 ( 6)



















行较好地预测, 要么牺牲了其他参数 (例如, 拟合
期限结构形状和定价的参数 ) 的拟合效果来改善
风险溢酬的拟合效果.
D ai和 S ing le ton
[ 7]
利用 CAM对其提出的经














% t = St&1 + S
-
t &2X t ( 7)
其中, &1表示 n ∀ 1向量, &2表示 n ∀ n矩阵, S
-
t 表
示 n ∀ n的对角矩阵,其对角元素为
S
-
i ( i, i) =
(∀i + # iX t )
- 1
,















在提出 EAM后, 使用 QML估计,在





化. 同 时 Duffee
[ 1]
也 指 出, 三 因 子
E ssent ia lly GaussianM odel对未来收益率一阶矩
的预测效果最好, 但对未来利率波动率的预测效
果却不如三因子 C IR模型.








1. 3 扩展仿射模型 (Extended AffineM ode,l
EXAM )





&1 + &2X t
St
( 9)
其中, &1是 n ∀ 1向量, &2是 n ∀ n矩阵; 同时,状态
变量在风险中性测度和现实测度下的动态过程均
满足 Fe ller条件以使得 St恒大于 0.
从理论上说, EXAM比 EAM更具一般性, 因
为只要对参数进行 Fe ller条件限制, 保证方差恒
大于 0, 则无论假设状态变量的动态过程为哪种












D ai和 S ing leton
[ 7]
的 canon ical仿射模型基础上,




1. 4 半仿射模型 ( Sem i A ffineM ode,l SAM )




% t = !
- 1
&0 + St&1 + S
-
t &2X t (10)














在提出 SAM 后, 用 MLE对 SAM、
EAM进行了估计和比较, 发现在大多数模型中,


























Fig. 1 The d evelopm en t of in terest rate risk p rice sp ec ificat ions
2. 2 因子模型的选择
在 A ff ine DTSM框架下, 本文选择三因子 C IR
模型作为比较风险价格优劣的基础.




























X t dt +
(1 X t, 1 0 0
0 (2 X t, 2 0








i ∋ 0, k
Q
i ∋ 0, i = 1, 2, 3
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此时债券价格和连续复利收益率可以表示为
P t ( ) = exp(A ( ) - B ( )  X t )
R t ( ) = -
A ( )
+
B ( )  X t
其中
















i - )i ) -
ln( ()i + k
Q
i ) (1- e
( -)i, ) ) + 2)i e
( -)i, ) ) ] }
B ( ) i =
2(1 - e
( - )i, ) )
()i + k
Q
i ) (1 - e
( - )i, ) ) + 2)i e














&0 ( 1) X t, 1 + &1 ( 1) + &2 (1, 1)X t, 1 + &2 ( 1, 2)X t, 2 + &2 ( 1, 3)X t, 3
&0 ( 2) X t, 2 + &1 ( 2) + &2 (2, 1)X t, 1 + &2 ( 2, 2)X t, 2 + &2 ( 2, 3)X t, 3
&0 ( 3) X t, 3 + &1 ( 3) + &2 (3, 1)X t, 1 + &2 ( 3, 2)X t, 2 + &2 ( 3, 3)X t, 3
其中, 没有下划线的表示 EAM、EXAM 和 SAM
共用的参数, 有一条下划线的代表 SAM专有的





i ∋ 0, k
Q




T ab le 1 L im its of the p aram eter est im at ions





(2i, i = 1, 2, 3
EXAM
&2 ( i, j) ∋ 0, 1 ∃ i, j ∃ 3, i# j; ∋
Q
i + &1 ( i ) ∋
1
2
(2i, i = 1, 2, 3;






∋Q2 + &1 ( 2)
∋Q3 + &1 ( 3)
∋ 0; ∋Qi ∋
1
2
( 2i, i = 1, 2, 3
SAM k
Q















时间跨度:从 2005 - 01 - 04至 2008 - 12 -
01;时间间隔: 1星期,总共 192个星期.其中, 2005
- 01- 04至 2008- 05- 05共 163个星期, 2771个
数据用于样本期内拟合, 2008 - 05- 06至 2008-
12 - 01日共 29个星期的数据用于样本期外
检测.
2. 5 估计方法的选择: K alman F ilter





估计方法的有效性后发现, 使用 K alman F ilter是
研究仿射模型最有效、误差最小的估计方法. 因
此,本文选择 K alman F ilter法进行估计,具体估计
步骤详见附录.
本文采用最小化残差平方和的方法选择状态











X 0 ) )
2
s. .t X 0 ∋ 0












3 754. 275 7 3 765. 483 5 4 943. 951 8
2 ( 2∗
0. 067 7 0. 067 4 0. 050 9
( 1. 044 6) ( 0. 001 4) ( 0. 000 8)
3 ∋Q1
33. 022 9 8. 630 8 2. 708 0
( 12. 180 8) ( 0. 007 0) ( 0. 001 2)
4 ∋Q2
0. 699 4 0. 671 5 0. 267 5
( 0. 256 0) ( 0. 000 6) ( 0. 000 5)
5 ∋Q3
0. 024 6 0. 061 8 0. 859 0
( 0. 049 3) ( 0. 000 0) ( 0. 000 2)
6 kQ1
295. 429 9 299. 743 5 70. 957 4




0. 000 0 0. 000 0 0. 000 1




301. 872 3 299. 431 0 0. 181 9
( 26. 724 8) ( 0. 013 1) 0. 000 0
9 ( 1
8. 126 9 1. 648 8 0. 844 7
( 1. 768 5) ( 0. 001 4) ( 0. 000 6)
10 ( 2
0. 225 8 0. 213 1 0. 112 3
( 1. 514 0) ( 0. 000 7) ( 0. 000 6)
11 ( 3
0. 221 6 0. 126 2 0. 705 7
( 1. 2560) ( 0. 000 0) ( 0. 000 7)
12 &0 ( 1)
! 0. 000 5 !
! ( 0. 000 0) !
13 &0 ( 2)
! 0. 538 6 !
! ( 0. 000 0) !
14 &0 ( 3)
! - 0. 156 2 !
! ( 0. 000 0) !
15 &1 ( 1)
! ! 0. 942 6
! ! ( 0. 000 3)
16 &1 ( 2)
! ! - 0. 255 3
! ! ( 0. 000 3)
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续表 2
T ab le 2 Cont inu e
参数编号 参数 EAM SAM EXAM
17 &1 ( 3 )
! ! - 0. 580 9
! ! ( 0. 000 1)
18 &2 ( 1, 1 )
293. 392 7 299. 717 0 - 49. 039 6
( 0. 052 9) ( 0. 000 0) ( 0. 000 1)
19 &2 ( 2, 1 )
! ! 0. 808 8
! ! ( 0. 000 0)
20 &2 ( 3, 1 )
! ! 0. 210 2
! ! ( 0. 000 0)
21 &2 ( 1, 2 )
! ! 1. 819 0
! ! ( 0. 000 0)
22 &2 ( 2, 2 )
- 0. 386 2 - 0. 767 3 - 1. 470 5
( 0. 305 0) ( 0. 001 2) ( 0. 000 0)
23 &2 ( 3, 2 )
! ! 0. 001 8
! ! ( 0. 000 0)
24 &2 ( 1, 3 )
! ! 0. 807 1
! ! ( 0. 000 0)
25 &2 ( 2, 3 )
! ! 2. 672 8
! ! ( 0. 000 0)
26 &2 ( 3, 3 )
- 299. 907 3 - 0. 007 1 0. 171 3
( 0. 049 8) ( 0. 000 0) ( 0. 000 0)
注: 括号 ( )里是参数的标准误.此外,为提高拟合精度,本文先将收益率数据放大 100倍后再进行参数估计,故表 1参数所适用的收




























首先从图 2可以看出, EAM和 SAM对短期利
率的预测偏误较大, 最大时分别达到 0. 2个百分




从图 3可以看出, EXAM 的样本内一阶矩
RMSE要明显小于 SAM和 EAM 的. 而 SAM对
EAM的改进则不大.
通过图 2和图 3的分析, 可以得到的结论是:
EXAM对样本内利率期限结构一阶矩的拟合程
度, 要优于 SAM和 EAM, 即, EXAM更准确地刻画
了利率的风险溢酬的动态变化过程.
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( SAM比 EAM多出的参数有参数 12、13、14, EXAM比 EAM多出的参数有参数 15、16、17、19、20、21、23、24、25.
3. 3 样本期外一阶矩预测误差
首先, 通过图 4和图 5发现, EXAM对样本期
外预测效果的改进并没有那么明显, 其预测效
果与 EAM基本类似.而 SAM对样本期外的预测




好, 但是相比较而言, 仍然是 EXAM的 RMSE较
低. 此外, 3种模型都对 1至 4年间的利率和长端
利率的预测效果较好.
通过以上分析,可以得到的结论是:在样本期
外, EXAM和 SAM对 EAM的一阶矩预测效果改进
效果并不明显,但总体而言, EXAM的一阶矩预测
效果较为稳定. 从图 6、图 7可以看出, 3种模型都
倾向于高估利率的波动率. 而 EXAM预测二阶矩
的效果, 显然要好于其他两种模型, 这一点从图
8、图 9的 RM SE也可以很明显地看出.
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R t+ +t ( ) - E t (R t+ +t ( ) ) = ∀ + #1, levelt +
#2, slop et + #3, convex ityt + ∗t+ +t
levelt =
R t ( 0 5) + R t (8) + R t (15)
3
slop et = R t ( 15) - R t ( 0 5)















好, 但是在 3因子 C IR模型框架下,其仍然无法完
全囊括收益率曲线形状的所有信息.
其次, 虽然表 3的结果不令人满意, 但它仍
然从一个侧面说明了 EXAM确实优于 SAM和
EAM. 因为从表 4中的调整 R
2
看, 从 EAM 到
SAM再到 EXAM 的回归拟合优度存在递减
的趋势.
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) Duarte[ 2] 采用类似的办法比较了 EAM和 sem i af fine m od e,l同样发现系数都显著不为 0.
表 4 样本内预测误差对 level、s lope和 conv ex ity的回归结果
Tab le 4 The regress ion resu lts o f in sam p le forecast errors regress ing on leve,l s lope and con vexity
ESS SEM I EXT
= 0. 5
修正 R 2 0. 860 7 0. 865 8 0. 703 5
∀
1. 591 7
( 0. 000 0)
1. 668 1
( 0. 000 0)
1. 054 1
( 0. 000 0 )
#1,
- 16. 962 0
( 0. 000 0)
- 17. 106 4
( 0. 000 0)
- 18. 431 0
( 0. 000 0 )
#2,
- 46. 890 8
( 0. 000 0)
- 50. 245 9
( 0. 000 0)
- 11. 604 5
( 0. 006 6 )
#3,
23. 365 8
( 0. 000 0)
23. 665 7
( 0. 000 0)
26. 253 2
( 0. 000 0 )
= 5
修正 R 2 0. 399 6 0. 557 1 0. 403 8
∀
0. 175 1
( 0. 074 8)
- 0. 293 5
( 0. 000 5)
0. 057 3




( 0. 573 7)
4. 333 4
( 0. 060 4)
9. 266 0
( 0. 000 0 )
#2,
- 26. 494 8
( 0. 000 0)
- 24. 692 0
( 0. 000 0)
- 14. 890 4
( 0. 000 0 )
#3,
- 25. 888 8
( 0. 000 0)
- 24. 551 6
( 0. 000 0)
- 24. 076 8
( 0. 000 0 )
= 10
修正 R 2 0. 832 7 0. 839 1 0. 778 2
∀
- 1. 356 1
( 0. 000 0)
- 1. 384 6
( 0. 000 0)
- 1. 146 2
( 0. 000 0 )
#1,
30. 785 9
( 0. 000 0)
31. 398 4
( 0. 000 0)
24. 333 3




( 0. 002 3)
9. 029 4
( 0. 001 1)
9. 265 0
( 0. 005 7 )
#3,
- 20. 958 8
( 0. 000 0)
- 19. 927 9
( 0. 000 0)
- 19. 562 3
( 0. 000 0 )





本文以三因子 C IR模型为基准, 通过卡尔曼






然而, 本文通过一阶矩预测误差对 leve l、
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slope和 convex ity 3种因子的回归发现, EXAM仍
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Abstract: There ex ists four primary spec ifications of interest risk price under the fram ew ork o f affine DTSM:
C omp lete ly affinemode l( CAM ), essent ially a ff inemode l( EAM ), ex tended affine model( EXAM ), sem i af
fineM ode l( SAM ). It has been proved bo th in theory and empirical studies thatEAM is superior to CAM, and
tha tEXAM and SAM are both superior to EAM. But no theoretical ev idence and few emp irica l stud ies could
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help to determ ine a bettermode l betw een sem i aff inemodel and ex tended a ff inemode.l So this paper does an
emp irica l comparison on SAM、EXAM and EAM based on the three factors C IR model and est imation method
o f kalm an filter. The emp irical results suggest that EXAM is the best spec ification of interest risk price. How
ever, the robust test suggests that EXAM is not perfect enough to capture a ll the information in the term struc
ture of interest rate.







dX t = K (,- X t ) dt + ! S t dW t,
St = ∀ + #X t
F isher和 G illes[ 6]给出了 A ffineM ode l下条件均值和
条件方差的一般性式子
E(XT | X t ) = ∋(T - t)X t + D (T - t)K,
Var(XT | X t ) = %
T
t
∋(T - s)F ( t, s) ∋(T - s ) ds
其中
F ( t, s ) = ∀ + #E(XT | X t ),
∋( ) = e (- K ) ,
D ( ) = %
t
0
∋( s ) ds
注意, e( -K )表示对整个矩阵 (- K )求 e,在 M atlab中
用 expm命令表示 .
而 Duffee[1] 给出了当 K可对角化时, 条件均值和条
件方差的解析式.
令 K = NDN- 1, D表示 K的特征值矩阵, D ( i, i) = d i.
并定义 X*t = N
- 1X ,则 X* 的动态过程可以表示为
dX*t = D (,
* - X*t ) dt + !
* S*t dW t
S*t = ∀+ #
* X*t ; ,
* = N- 1,;
!* = N- 1 !; #* = #N
通过推导可得∗
E(XT | X t ) = ( 1 - e
(- K (T- t) ) ) ,+ e-K (T- t) )X t,







t ) = { (d j + dk )
- 1G0 ( j, k ) ∀
( 1- e- (T- t) (dj+ dk ) ) }+ &
n
i= 1
[ ,*i { ( d j + dk )
- 1G i ( j, k ) ∀
( 1- e- (T - t) (dj+ dk ) ) } ] + &
n
i= 1









) - 1 ∀ G
i
( j, k) ∀
( e-d i(T- t) - e- (dj+ dk ) (T- t) ) } ]
其中
G 0 = !
* d iag( ∀* ) !*  ,
G i = !
* diag(#* ( +, i) )!*  
{ f ( j, k ) } 表示第 ( j, k )个元素为 f ( j, k ) 的矩阵.




的解析式.因此, 这里采用 Duar te[ 2] 的方法求近似的条件
均值和条件方差. Dua rte表明, 当时间间隔小于 1个月时,
这种近似所产生的误差很小, 几乎可以忽略不计.
在 SAM下, 状态变量的漂移项可以写为
− (X ) = K,+ ! S! - 1&0 - KX,
S ( i, i) = ∀i + # iX
K = KQ - ! (&1 ( 1)# 1, ,, &1 ( 1)#b n ) -
! S S-&
2









对 ∀i + # iX做 X t附近的一阶泰勒展开, 得到
∀
i
+ # iX ~ ∀i + # iX t +
# i (X - X t )
2 ∀
i
+ # iX t
将泰勒展开近似值代入漂移项, 并合并同类项可得
− (X ) ~ K,+ !A (X t )!
- 1&0 -
(KX - !B (X t )!
- 1&0 )
其中, A (X t )、B (X t ) 是对角矩阵, 其对角线元素为
A i, i (X t ) = ∀i + # iX t +
- # iX t
2 ∀i + # iX t
B i, j (X t ) =
# iX t
2 ∀i + # iX t
这样,就可以得到 SAM非线性漂移项的线性近似, 从
而利用这个近似值就可以应用 F isher和 G illes[9] 和
Duffee[ 1]的方法来求得状态变量的条件均值和条件方差.
(下转第 25页 )
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∗ 注意 Duf fee[ 1] 给的 V ar(X*r | X
*
t ) 有误,将式中的某个加号写为乘号了;而 Duarte给的式子也犯了同样的错误.
Loan pricing model based on stochastic production function and application
SUI Cong, CH I Guo ta i
School ofM anagement, D alian U niversity of Techno logy, Dalian 116024, Ch ina
Abstract: This paper establishes the formula of loan pricingw ith estimated va lue o f parameters in the stochas
tic production function. A t the same t ime, it confirm s the loan rate w hen the technical efficiency is opt imal
and fixes the loan pricing model based on stochastic product ion funct ion. The features and innovations of th is
model are: F irstly, th ismode l ascertains the loan rate o f new loan on the prem ise tha t the techn ica l effic iency
is optim al based on the stochastic production function and ensures the opt imal techn ica l efficiency o f loan pri
c ing and deals w ith the con trad ictory prob lem that the loan pric ing not only overlays the cost and risk bu t also
is accepted by c lients, wh ich prov ides a new idea to loan pric ing. Secondly, through the loan pric ing formu la
based on stochastic production funct ion, the loan rate of opt imal technical effic iency can be fixed and the
method that the outpu t is fixed in the stochast ic production function can be prov ided when the techn ica l effi
c iency is optim a.l So this model expands the use o f the stochastic production function to fix the outputs when
the techn ica l efficiency is assessed by th is funct ion. Th irdly, comb ined w ith stochastic front ier, the loan pri
c ingmode l is established based on the stochastic product ion function. W e retrieve all the documen tation in
Ch ina Journa l Full text Database and E lsev ier, etc. , and f ind that it is the first loan pric ing model to ensure
the optim al techn ica l e ff iciency o f loan pricing.





R t ( , .) = -
A ( , .)
+
B ( , . )




值 X 0 | 0,并为赋予 .可能的值.
2) 计算 X t的条件均值和条件方差
X
t+ +t| t
= ( I - e (- /+t) ),+ e (- K+t )X
t| t
,
VT | t = NV
*
T | tN 
3) 计算 R t( , . )的条件均值和条件方差
R t+ +t| t = -
A ( , . )
+
B ( , .)
X t+ +t| t
VR, t+ +t| t =
B  Vt+ +t | t
B + ( 2∗
4) 计算预测误差
et+ +t| t = R t+ +t - R t+ +t | t
5) 用 t = + t的信息更新状态变量
X t+ +t | t+ +t = X t+ +t| t + Vt+ +t| t
B V- 1R, t+ +t| t et+ +t
Vt+ +t | t+ +t = Vt+ +t| t - Vt+ +t| t
B V- 1R, t+ +t| t
B  V t+ +t| t
通过不断迭代 1至 5的步骤, 最终可以求得极大似然
值.极大似然值函数为
Log like lihood = - &
T
t= +t
( log(VR, t | t- +t ) + e tV
- 1
R, t| t- +t et )
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